Sistemi linearnih jednacina

Pod sistemom od dve linearne jednacine sa dve nepoznate X 1 y podrazumevamo:

ax+by=c

a,x+b,y=c,

Ovo je takozvani "prost" sistem do koga uvek mozemo do¢i ekvivalentnim
transformacijama (opisane u jednacinama)
Ovde su a,,a,,b,,b,,c,,c, dati realni brojevi (ponekad 1 parametri). ReSenje sistema je
uredjeni par brojeva (x,,y,) za koji vazi da je:

axy+by,=¢

a,x,+b,y, =c,

Sisteme moZzemo resiti pomocu viSe metoda: zamena, suprotni koeficijenti, Gausova,
pomocu determinanti, matricama, graficki itd.

Nama je najvaznije da ta¢no reSimo dati zadatak (problem) pa ¢emo probati da vas to
naucimo.

Napomenimo samo da dati sistem moze imati: jedinstveno resenje, beskona¢no mnogo
reSenja (neodreden) ili pak da nema resenja (nemogu¢).

Primer 1.
2x+3y =7
Resi sistem: 5, 6y =1

—»2x+3y=7/2 Najlakse je da ispred x (ili y) napravimo da budu isti brojevi a
Ix—6y=7 suprotnog znaka, pa onda te dve jednacine saberemo. Zato ¢emo
prvu jednadinu pomnoziti sa 2.

4x+6y=14
3x—6p=7 Kad nadjemo jedno resenje, vratimo se u jednu od jednaCina
Y (bilo koju) da nadjemo drugo resenje.
7x =21
21
X=—

3y=1
_1
d 3

Ovde je resenje jedinstveno: (x,y) = (3,—)



Primer 2.

oy Sx+y=-1
ReSi sistem:
—-10x-2y=2
Sx+y=-1 ... /(=2)  Pomnozimo prvu jedna&inu sa (-2)
—10x-2y=2
+10x+2y=-2 Ovde imamo situaciju da su se svi "skratili".
—10x-2y=2

0=0
To nam govori da sistem ima beskona¢no mnogo reSenja. Da bi "opisali" ta reSenja, iz

jedne od jednacina izrazimo x (ili y), naravno, §ta nam je lakSe:

Sada su reSenja: (x,y)=(x,—1-5x) gde xeR

Primer 3. ReSisistem: 2x+3y=4
—-2x-3y=5

2x+3y=4  Saberemo ih odmah.
—-2x-3y=5

0=9

U ovoj situaciji kazemo da je sistem nemogué, odnosno nema resenja.

5x—1+3y—1 _3
6 10
I1-x 114y
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Primer 4. ReSi sistem:

=3

_5x6—1 + —3J;(;1 =3.../-:30  Odmah uo¢imo da ovaj sistem nije “prost’’, pa

H=x + ey _ 3..../-12 moramo najpre da “napravimo’’ da bude.




5(5x—1)+33y—1)=90
2(11-x)+3(1 1+ y) =36

25x-5+9y-3=90
22-2x+33+3y =36

25x+9y=90+5+3
—2x+3y=-19

25x+9y =98
~2x+3y=-19..../(-3) Napravili smo “prost’’ sistem.

25x+9y =98 N
6x—-9y =57

31x=155
x=5

Vratimo se sad u jednu od jednacina iz prostog sistema:

—2x+3y=-19
-2-54+43y=-19
3y=-19+10
3y=-9

dakle (x,y)=(5,-3)
Primer 5.

14 24 10 Uocavamo da su ovde nepoznate u imeniocu. U takvoj
I T 11
y situaciji najbolje je uzeti smene: —=a 1 —=b>

X y
7 18_ 4

Xy
1410421
x y
7.1_18.12_5

X y

14a+24b =10 Ovo je prost sistem “po a 1 o> Pomnozimo drugu jednacinu
Ta—-18b=-5 ../(-2) sa (-2)



144 +24b =10 N
—¥a +36b=10

60b =20
20
60
1

bh=—
3

b

Ta—18b=-5 Vratimo se u smene da nadjemo x iy.
Ta—18-—=-5

1
Ta—6=—5 ;
Ta=-5+6 1
Ta= X

X

|~

Primer 6.

Resi sistem:
ax—9y=14a
2ax+3y="Ta

ReSenje:

ax—-9y =14a Ovde primecujemo da postoji parameter a. Budimo oprezni!
2ax+3y="T7a.../-3

ax%=14a }
+

6ax £9y =2la

Tax =35a
35a

xX=—
Ta

x=5

— PAZI: a moze da skratimo samo ako je a # 0( to je uslov)

ax—9y =14a
5a-9y =14a
-9y =14a—->5a
-9y=9a



ReSenja su (x,y)=(5,—a) uzuslov a#0
Sta se desava ako je a=0? 0-x—9y=0

Zamenimo tu vrednost u podetni sistem: 0-x+3y=0

Ovde se vidi da je dok x moze biti bilo koji broj.

Pa je sistem neodredjen, odnosno ima beskona¢no mnogo resenja.

Ta reSenja ¢emo opisati sa :

(x,y)=(x,0) xeR

U daljem izlaganju ¢emo se upoznati sa reSavanjem sistema linearnih jednacina sa tri

nepoznate.
Sistem tri jednacine sa tri nepoznate

I ovde imamo vise metoda za reSavanje.

Metoda zamene je jedna od njih. Slede¢i primer ¢emo reSiti na dva nacina, najpre
metodom zamene. [z jedne od datih jednacina izrazimo jednu nepoznatu , pa zamenimo u
preostale dve.

x+2y-5z=6

Primer 7. ReSi sistem -2x+y+2z=5
—3x+3y—-4z=8

xX+2y-5z=6—>x=6-2y+5z
x|+ y+22=5
3[x]+3y-4z=38
x=6-2y+5z
-2(6-2y+52)+y+2z=5
-3(6-2y+5z)+3y—4z=8
x=6-2y+5z

-124+4y-10z+y+2z=5
—-184+6y—15z+3y—-4z=8
x=6-2y+5z

S5y—8z=17

9y—-19z=26

Sad iz jedne od dve jednacine koje su po “ y i z” izrazimo jednu nepoznatu i zamenimo u
drugu jednacinu:




x=6-2y+5z

5y-8z=17->5y=17+8z—> y=17+82

9y]-192=26

x=6-2y+5z
_17+8z

5
17+8z

9. -19z=26..../%*5

x=6-2y+5z
1748z

5
153+722-95z=130

x=6-2y+5z
_17+8z
5

—23z=-23—>|z=1

Sad vrednost za z vratimo da najpre nadjemo y, pa zatim trazimo i x.

z=1

x=6-2y+5z
_17+8-1
5

z
y
X 2y+5z

2-5+5-1

N R
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1
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6—
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6—
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5
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Resenje je uredjena trojka : (x,y,z)=(1,5,1)

Evo sada i drugog nacina:



X+2y—5z=64—
—2x+y+2z=54¢—

—3x+3y—-4z=8

X+2y—-5z=6/-2
—2x+y+2z=5

<+—

\25\f\+4y—102212}+

2 +y+2z=5

5y-8z=17

Najlakse je da izvuc¢emo 11 II, I1 III jednacinu
1 oslobodimo se od iste nepoznate. Tako dobijemo
sistem 2 jednacCine sa 2 nepoznate

xX+2y—-5z=6/-3
—3x+3y—4z=8

X +6y—152=18 N
3% +3y-4z=8

9y—19z =26

Sada uzimamo ove dve jednacine i nadjemo nepoznate y i z.

5y-8z=17/-9
9y—19z =26/-(-5)

45y-72z =153
y-T12z }+

-45y+95z=-130

kada nadjemo 2 nepoznate vra¢amo se u jednu od prve tri jednacine, (bilo koju).

xX+2y-5z=6
x+2:5-5:1=6
x+10-5=6
x=6-10+5

x=1

(x,,2)=(1,5,1)]




Primer 8. ReSi sistem

2x-3y+z=-9
Sx+y—-2z=12

x—=2y-3z=1

Izdvajamo (I'1 II) 1 (I 1 II). Uo¢imo da je sad lakSe da se oslobodimo od nepoznate z.

2x-3y+z=-9/-2 2x-3y+z=-9/-3
Sx+y-2z=12 x—=2y-3z=1
4a—-6y+2z=-18 6x—-9y+3z=-27
Sx+y-2z=12 x=2y-3z=1
9x-5y=-6 Tx—-11y=-26

Sad uzimamo ove dve jednacine i nadjemo x 1.
—»9x -5y =—-6/-(-7)
Tx—11y=-26/-9

—63x+35y =42
63x—99y =234

—-64y=-192
—|y=3
9x-5-3=-6
O9x=—-6+15
9x=9

x=1

Sad se vracamo u pocetni sistem: (u tre¢u jednacinu)

x—2y—-3z=1
1-2-3-3z=1
1-6-3z=1
—3z=1+5
-3z=06

|()C, s Z) = (1a37 _2)|

Sistemi jednacina imaju Siroku primenu na reSavanje razli¢itih problema.
Naravno,potrebno je dobro prouciti problem, na¢i vezu izmedju nepoznatih i formirati

sistem jednac¢ina. Samo resavanje sistema posle nije veliki problem.



9) Dva broja imaju osobinu da je zbir cetvorostukog prvog broja i za 4 uveéanog
drugog broja jednak 50, a razlika trostrukog prvog broja i polovine drugog broja

jednaka je 22. Odrediti te brojeve.

Neka su x iy trazeni brojevi.
4x+(y+4)=50

Postavimo jednacine: y sad reS§imo ovaj sistem:
3x —E =22

4x+(y+4)=50

3x—2=22/2
2
4x+y=50-4
6x—y=44
4x+y=46
X+y N
6x—y:44}
10x =90
x=9
4x+y =46
36+y=46
y=10

10) Dva radnika mogu da zavrSe neki posao za 8 Casova. Desilo se da je prvi radio 6

y . 0 X . wre o Ol o y .
casova, a drugi 9 ¢asova i zavrsili su 56 deo posla. Za koliko casova mozZe svaki

odvojeno da zavrsSi taj posao?

ObeleZimo:
x — vreme za koje prvi radnik zavrsi posao
y —vreme za koje drugi radnik zavrsi posao

Postavljamo sistem:



)]

5 Saberemo ih i potiremo -6a 1 +6a

1 3

a=
8 56
7-3 4 1

56 56 14
_ 1
14

a

Vratimo se u smenu:

2
_182
=03

y =18 ¢asa i 40 minuta



11) Zbir godina majke i ¢erke je 46. Posle 10 godina majka ce biti 2 puta starija od
cerke. Koliko godina sada ima majka a koliko ¢erka?

Posle 10 godina:
majka — x+10 godina
¢erka — y+10 godina

Obelezimo sa:
x — godine majke
y — godine cerke

—»x+y=46
x+10=2-(y+10)

x+y=46
x+10=2y+20

x+y=46
x—-2y=10/(-1)
x+y=46
—x+2y=-10
3y=36
x+12=46

Dakle, majka sada ima 34 godine a ¢erka 12 godina.
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